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1 Цель работы

Ознакомление с методами численного интегрирования, с понятием порядка точности численного метода, а также со способами контроля численных результатов.

2 Описание метода

Пусть необходимо вычислить интеграл


[image: image1.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

.
(2.1)

Разобьем отрезок интегрирования на n частей. Введем в рассмотрение последовательность узловых точек xi([a, b] : xi=ih+a, i=0,...,n. Величина 
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 называется шагом разбиения.

Все основные способы численного интегрирования сводятся к интерполяции функции по ее значениям в узловых точках f(xi) и интегрированию интерполяционного многочлена. При этом значение интеграла получается приближенно равным сумме
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При различном выборе Ai и xi получаются различные квадратурные формулы. Каждая из них обладает некоторой погрешностью (m, которую можно оценить следующим образом:

(m (chk ,
(2.3)

где c - некоторая постоянная, не зависящая от h (зависящая от a, b, вида f(x) и метода интегрирования), 

k-некоторое целое число, называемое порядком точности метода. Чем больше k, тем быстрее убывает погрешность при уменьшении h.

Предлагается рассмотреть квадратурные формулы Ньютона-Котеса, к которым, в частности, относятся формулы прямоугольников (левых, правых и симметричных), трапеций, парабол. В таблице 2.1 представлены эти формулы и значения констант для оценки погрешности по формуле (2.3). В таблице обозначено
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,    f(j)(x) - j-ая производная f(x).

Таблица 2.1

	№
	Название метода
	Квадратурная формула
	c
	k

	1
	Левых прямоуголь​ников
	[image: image5.wmf]å

-

=

=

1

n

0

i

i

x

f

h

J

)

(


	
[image: image6.wmf]M

1

2


	1

	2
	Правых прямоуголь​ников
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	Симметрич​ных прямоуголь​ников
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	Трапеций
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	5
	Парабол
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Одним из способов практической оценки погрешности дискретизации, которая возникает при применении численных методов, (в том числе численного интегрирования, дифференцирования и т.п.) является правило Рунге, заключающееся в последовательном увеличении (например, удвоении) числа узловых точек n и соответствующем уменьшении шага дискретизации h. Оценка по правилу Рунге основана на предположении, что искомую величину J можно представить в виде 
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где J – точное значение, 

Jh – приближенный результат, полученный при шаге дискретизации равном h, 

c – коэффициент, который предполагается независящим от h, 

k – порядок точности метода, 

((h) - составляющая погрешности, которая считается пренебрежимо малой по сравнению с chk. В этом случае, уменьшив шаг дискретизации в два раза и отбросив ((h), нетрудно найти c и оценку погрешности
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где J - точное, а Jh, Jh/2 - приближенные значения интегралов, полученные, соответственно, с шагом h и h/2, k - порядок точности метода. 

Тогда при заданной точности (  величина h должна выбираться так, чтобы выполнялось условие 
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Критерием допустимости отбрасывания малых величин можно считать стабильность величины K(
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полученной при уменьшении h в 4, 8 и т.д. раз.

Листинг программы:

#include <iostream.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <windows.h>

#include <iomanip.h>

#include <strstrea.h>

float a,x1,x2,rect;

int b,i,n,j,d;

char bufRus[256];

char* rus(const char* text)

{


CharToOem(text, bufRus);


return bufRus;

}

float integral();

float stepen(float osn, int pok);

float rectangular(int m);

float parabolas (int m);

float maximum1(double w1, double w2, double sh);

float maximum2(double w1, double w2, double sh);

int main()

{



cout<<"f=a*(x^b)"<<endl;


cout<<rus("Введите коэффициенты а и b и пределы дискретизации d и интегрирования х1 и х2(х1<x2)")<<endl<<"a=";cin>>a;


cout<<rus("b=");cin>>b;


cout<<"x1=";cin>>x1;


cout<<"x2=";cin>>x2;


cout<<"d=";cin>>d;


cout<<rus("Рассматриваемая функция: ")<<"f="<<a<<"*(x^"<<b<<")"<<endl;


cout<<rus("Площадь=")<<integral()<<endl;


cout<<rus("Метод Правых прямоугольников")<<endl;


cout<<"n"<<"             "<<"dK"<<"          "<<"dto4n"<<"         dRunge"<<"        dteor"<<endl;


for(n=1;n<d;n=n*2)


{



int K=1;



float h=(x2-x1)/n;



float ryn=rectangular(n)-rectangular(n/2);



float k=(rectangular(n/2)-rectangular(n/4))/(rectangular(n)-rectangular(n/2));



float toch=integral()-rectangular(n);



float M=maximum2(x1,x2,h);



float c=M/2;



float teor=c*(stepen(h,K));



cout.width(10);



cout<<n;



cout.width(14);



cout<<k;



cout.width(14);



cout<<toch;



cout.width(14);



cout<<ryn;



cout.width(14);



cout<<teor<<endl;


}


cout<<rus("Метод порабол")<<endl;


cout<<"n"<<"             "<<"dK"<<"          "<<"dto4n"<<"         dRunge"<<"        dteor"<<endl;


for(n=1;n<d;n=n*2)


{



int K=2;



float h=(x2-x1)/n;



float ryn=parabolas(n)-parabolas(n/2);



float k=(parabolas(n/2)-parabolas(n/4))/(parabolas(n)-parabolas(n/2));



float toch=integral()-parabolas(n);



float M=maximum1(x1,x2,h);



float c=M/12;



float teor=c*(stepen(h,K));



cout.width(10);



cout<<n;



cout.width(14);



cout<<k;



cout.width(14);



cout<<toch;



cout.width(14);



cout<<ryn;



cout.width(14);



cout<<teor<<endl;


}


system("PAUSE");


return 0;

}

float integral()

{


float t=b+1;


float z=(a/t)*(stepen(x2,b+1)-stepen(x1,b+1));


return z;

}

float stepen(float osn, int pok)

{


float osn1=osn;


for(i=1;i<pok;i++)


{



osn=osn*osn1;


}


return osn;

}

float rectangular(int m)

{


float sq=0;


float h=(x2-x1)/m;


for (j=0;j<m;j++)


{



sq=sq+a*stepen(x1+h*j,b);


}


return h*sq;

}

float parabolas(int m)

{


float h=(x2-x1)/m;


float sq1,sq=0;


for (j=0;j<m;j++)


{



sq=sq+a*stepen(x1+h*j+h/2,b);


}


return h*sq;

}

float maximum1(double w1, double w2, double sh)

{


double e;


double max,g;


int z=a-1,z1=a-2;


for(e=w1;e<=w2;e=e+sh)


{




g=b*a*z*stepen(e,z1);





if(e==w1){max=g;}



if(max<=g){max=g;}


}


return max;

}

float maximum2(double w1, double w2, double sh)

{


double e;


double max,g;


int z=a-1,z1=a-2;


for(e=w1;e<=w2;e=e+sh)


{




g=b*a*stepen(e,z);





if(e==w1){max=g;}



if(max<=g){max=g;}


}


return max;

}

Примеры:

 Рассмотрим функцию f(x)=6x5  на интервале [0,1] методом парабол и левых прямоугольников.
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